
مشتق در توابع مختلط

ریاضی مهندسی کارشناسی

دانشگاه سمنان-منوچهر سبحانی



مختلطتوابعمشتق در 

𝑓′ 𝑧 = lim
∆𝑧→0

𝑓 𝑧 + ∆𝑧 − 𝑓 𝑧

∆𝑧
= lim

∆𝑧→0

𝑢 𝑥 + ∆𝑥, 𝑦 + ∆𝑦 − 𝑢 𝑥, 𝑦 + 𝑖𝑣 𝑥 + ∆𝑥, 𝑦 + ∆𝑦 − 𝑖𝑣 𝑥, 𝑦

∆𝑥 + 𝑖 ∆𝑦

𝑧 = 𝑥 + 𝑖 𝑦

 𝑧 + ∆𝑧 = 𝑥 + ∆𝑥 + 𝑖 (𝑦 + ∆𝑦

∆𝑧 = ∆𝑥 + 𝑖 ∆𝑦

𝑓′ 𝑧 = lim
∆𝑧→0

𝑢 𝑥 + ∆𝑥, 𝑦 + ∆𝑦 − 𝑢 𝑥, 𝑦

∆𝑥 + 𝑖 ∆𝑦
+ 𝑖

𝑣 𝑥 + ∆𝑥, 𝑦 + ∆𝑦 − 𝑣 𝑥, 𝑦

∆𝑥 + 𝑖 ∆𝑦

𝑓′ 𝑧 =
𝜕𝑣

𝜕𝑦
− 𝑖

𝜕𝑢

𝜕𝑦

𝑓′ 𝑧 = lim
∆𝑥→0

lim
∆𝑦→0

𝑢 𝑥 + ∆𝑥, 𝑦 + ∆𝑦 − 𝑢 𝑥, 𝑦

∆𝑥 + 𝑖 ∆𝑦
+ 𝑖

𝑣 𝑥 + ∆𝑥, 𝑦 + ∆𝑦 − 𝑣 𝑥, 𝑦

∆𝑥 + 𝑖 ∆𝑦

𝑓′ 𝑧 = lim
∆𝑥→0

𝑢 𝑥 + ∆𝑥, 𝑦 − 𝑢 𝑥, 𝑦

∆𝑥
+ 𝑖

𝑣 𝑥 + ∆𝑥, 𝑦 − 𝑣 𝑥, 𝑦

∆𝑥
𝑓′ 𝑧 =

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑖

𝜕𝑣

𝜕𝑥

𝑓′ 𝑧 = lim
∆𝑦→0

lim
∆𝑥→0

𝑢 𝑥 + ∆𝑥, 𝑦 + ∆𝑦 − 𝑢 𝑥, 𝑦

∆𝑥 + 𝑖 ∆𝑦
+ 𝑖

𝑣 𝑥 + ∆𝑥, 𝑦 + ∆𝑦 − 𝑣 𝑥, 𝑦

∆𝑥 + 𝑖 ∆𝑦

𝑓′ 𝑧 = lim
∆𝑦→0

𝑢 𝑥, 𝑦 + ∆𝑦 − 𝑢 𝑥, 𝑦

𝑖 ∆𝑦
+ 𝑖

𝑣 𝑥, 𝑦 + ∆𝑦 − 𝑣 𝑥, 𝑦

𝑖 ∆𝑦
=
1

𝑖

𝜕𝑢

𝜕𝑦
+
𝜕𝑣

𝜕𝑦



𝜕𝑢

𝜕𝑥
=
𝜕𝑣

𝜕𝑦
𝜕𝑣

𝜕𝑥
= −

𝜕𝑢

𝜕𝑦

𝑓′ 𝑧 =
𝜕𝑣

𝜕𝑦
− 𝑖

𝜕𝑢

𝜕𝑦
𝑓′ 𝑧 =

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑖

𝜕𝑣

𝜕𝑥

𝑓′ 𝑧 =
𝜕𝑣

𝜕𝑦
+ 𝑖

𝜕𝑣

𝜕𝑥
𝑓′ 𝑧 =

𝜕𝑢

𝜕𝑥
− 𝑖

𝜕𝑢

𝜕𝑦

𝒇 𝒛 = 𝒛𝟐 →  
𝒖 𝒙, 𝒚 = 𝒙𝟐 − 𝒚𝟐

𝒗 𝒙, 𝒚 = 𝟐𝒙𝒚
𝑓′ 𝑧 = 2𝑥 + 𝑖2𝑦 = 2𝑧

روابط کوشی ریمان

𝑓 𝑧 = 𝑒𝑧 →  
𝑢 𝑥, 𝑦 = 𝑒𝑥𝐶𝑜𝑠𝑦

𝑣 𝑥, 𝑦 = 𝑒𝑥𝑆𝑖𝑛𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑥
= 𝑒𝑥𝐶𝑜𝑠𝑦

𝜕𝑣

𝜕𝑥
= 𝑒𝑥𝑆𝑖𝑛𝑦

𝑓′ 𝑧 = 𝑒𝑧

𝜕𝑢

𝜕𝑥
= 2𝑥

𝜕𝑣

𝜕𝑥
= −2𝑦



ی خواص توابع تحلیل

.نندمشتقات مرتبه دوم بخش های حقیقی و موهومی تابع تحلیلی در معدله لاپلاس صدق می ک

 𝑓 𝑧 = 𝑢 𝑥, 𝑦 + 𝑖𝑣(𝑥, 𝑦

𝛻2𝑢 =
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
= 0 𝛻2𝑣 =

𝜕2𝑣

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑣

𝜕𝑦2
= 0

.فرقی ندارد. می گوییمv–همساز مزدوج را را uیا  .  میگوییمuرا مزدوج همسازvدر این صورت 
.یماین کار را با استفاده از روابط کوشی ریمان انجام می ده. را محاسبه کرد یا بر عکسuمیتوان vیعنی مثلا با داشتن 

.سپس همساز ان را بیابید. همساز استu=x2-y2ابتدا نشان دهید : مثال

𝜕𝑢

𝜕𝑥
= 2𝑥,

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
= 2

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= −2𝑦,

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
= −2

→
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
= 2 − 2 = 0

.  همساز است uبنابراین 

𝛛𝒖

𝛛𝒙
=
𝛛𝒗

𝛛𝒚
= 𝟐𝒙, 𝒗 = 𝟐𝒙𝒚 + 𝒇 𝒙

−
𝛛𝒖

𝛛𝒚
=
𝛛𝒗

𝛛𝒙
= 𝟐𝒚 + 𝒇′ 𝒙 = 𝟐𝒚, 𝒇 𝒙 = 𝒄

→ 𝒇 𝒛 = 𝒖 𝒙, 𝒚 + 𝒊𝒗 𝒙, 𝒚 = 𝒙𝟐 − 𝒚𝟐 + 𝒊𝟐𝒙𝒚



.آنها بر هم عمودند. را در نظر بگیریمv(x,y)=C2و u(x,y)=C1اگر دسته منخنی های 

𝑣 = 2𝑥𝑦 = 𝐶2 𝑢 = 𝑥2 − 𝑦2 = 𝐶1

𝒇 𝒛 = 𝒛𝟐 𝒇 𝒛 = 𝒛

𝑣 = 𝑦 = 𝐶2 𝑢 = 𝑥 = 𝐶1

𝑓 اگر تابع تحلیلی بصورت  𝑧 = 𝑢 𝑥,𝑦 + 𝑖𝑣(𝑥,𝑦 بیان شده باشد و به جای متغیرهایx وy مقادیر معادل𝐱 =
𝑧+  𝑧

2
=و 

𝑧−  𝑧

2𝑖
y را

. صفر است𝑧 بیان می شود و برحسب zآنگاه تابع فقط بر حسب . جایگزین کنیم



؟f’(i)و  f’(1)مطلوبست محاسبه مقدار . تحلیلی و بخش حقیقی آن به صورت زیر باشدf(z)فرض کنید تابع 

𝜕𝑢

𝜕𝑥
=
𝜕𝑣

𝜕𝑦
𝜕𝑣

𝜕𝑥
= −

𝜕𝑢

𝜕𝑦

𝑓′ 𝑧 =
𝜕𝑢

𝜕𝑥
− 𝑖

𝜕𝑢

𝜕𝑦

𝑓′(1 →

𝜕𝑢

𝜕𝑥
= 2𝑥𝑒𝑥

2−𝑦2 𝐶𝑜𝑠 2𝑥𝑦 − 2𝑦𝑒𝑥
2−𝑦2 𝑆𝑖𝑛 2𝑥𝑦 = 2𝑒

−
𝜕𝑢

𝜕𝑦
= 2𝑦𝑒𝑥

2−𝑦2 𝐶𝑜𝑠 2𝑥𝑦 − 2𝑥𝑒𝑥
2−𝑦2 𝑆𝑖𝑛 2𝑥𝑦 = 0

→ 𝑓′ 1 = 2𝑒

𝑓′(𝑖 →

𝜕𝑢

𝜕𝑥
= 2𝑥𝑒𝑥

2−𝑦2 𝐶𝑜𝑠 2𝑥𝑦 − 2𝑦𝑒𝑥
2−𝑦2 𝑆𝑖𝑛 2𝑥𝑦 = 0

−
𝜕𝑢

𝜕𝑦
= 2𝑦𝑒𝑥

2−𝑦2 𝐶𝑜𝑠 2𝑥𝑦 − 2𝑥𝑒𝑥
2−𝑦2 𝑆𝑖𝑛 2𝑥𝑦 = 2𝑒

→ 𝑓′ 1 = 𝑖2𝑒

؟f(z)تابع 

𝜕𝑢

𝜕𝑥
= 2𝑥𝑒𝑥

2−𝑦2 𝐶𝑜𝑠 2𝑥𝑦 − 2𝑦𝑒𝑥
2−𝑦2 𝑆𝑖𝑛 2𝑥𝑦 =

𝜕𝑣

𝜕𝑦
𝑣 = 𝑒𝑥

2−𝑦2 𝑆𝑖𝑛 2𝑥𝑦

𝑒𝑥
2−𝑦2 𝐶𝑜𝑠 2𝑥𝑦

𝑢 𝑥, 𝑦 = 𝑒𝑥
2−𝑦2 𝐶𝑜𝑠 2𝑥𝑦

𝑓 = 𝑒𝑥
2−𝑦2 𝐶𝑜𝑠 2𝑥𝑦 + 𝑖𝑒𝑥

2−𝑦2 𝑆𝑖𝑛 2𝑥𝑦 = 𝑒𝑥
2−𝑦2(𝐶𝑜𝑠 2𝑥𝑦 + 𝑖𝑆𝑖𝑛 2𝑥𝑦 )=𝑒𝑥

2−𝑦2+2𝑥𝑦 = 𝑒𝑧
2



.را بیابیدf‘(z)یک تابع تحلیلی باشدfاگر 

 
 𝒇 𝒛 = 𝒖 𝒙, 𝒚 + 𝒊𝒗(𝒙, 𝒚

 𝒖 𝒙, 𝒚 = 𝟐𝒙(𝟏 − 𝒚

𝛛𝒖

𝛛𝒙
=
𝛛𝒗

𝛛𝒚
𝛛𝒗

𝛛𝒙
= −

𝛛𝒖

𝛛𝒚

𝛛𝒖

𝛛𝒙
= 𝟐 𝟏 − 𝒚 =

𝛛𝒗

𝛛𝒚
−𝛛𝒖

𝛛𝒚
= 𝟐𝒙 =

𝛛𝒗

𝛛𝒙

→ 𝒇′ 𝒛 = 𝟐 𝟏 − 𝒚 + 𝒊𝟐𝒙

 
𝒗 = 𝟐𝒚 − 𝒚𝟐 + 𝒉 𝒙
𝛛𝒗

𝛛𝒙
= 𝒉′ 𝒙 = 𝟐𝒙

→𝒉 𝒙 = 𝒙𝟐 + 𝒄

𝒇(𝒛 = 𝟐𝒙 − 𝟐𝒙𝒚 + 𝒊 𝟐𝒚 − 𝒚𝟐 + 𝒙𝟐 + 𝒄

𝒇 𝒛 = 𝟐 𝒙 + 𝒊𝒚 − 𝟐𝒙𝒚 + 𝒊 𝒙𝟐 − 𝒚𝟐 + 𝒊𝒄

𝒇 𝒛 = 𝟐 𝒙 + 𝒊𝒚 + 𝒊(𝒊𝟐𝒙𝒚 + 𝒙𝟐 − 𝒚𝟐  + 𝒊𝒄

𝒇 𝒛 = 𝟐𝒛 + 𝒊𝒛𝟐 + 𝒄

.را بیابیدfتابع 



?=v(1,1)باشد  آنگاه مقدار  uمزدوج همساز تابع vاگر 

 𝒖 = 𝒙𝟐 − 𝒚𝟐 + 𝟏
𝟐
− 𝟒𝒙𝟐𝒚𝟐

𝒗 𝟎, 𝟎 = 𝟎

𝛛𝒖

𝛛𝒙
= 𝟐 × 𝟐𝒙 𝒙𝟐 − 𝒚𝟐 + 𝟏 − 𝟖𝒙𝒚𝟐 =

𝛛𝒗

𝛛𝒚
= 𝟒𝒙𝟑 − 𝟏𝟐𝒙𝒚𝟐 + 𝟒𝒙

−𝛛𝒖

𝛛𝒚
= 𝟐 × 𝟐𝒚 𝒙𝟐 − 𝒚𝟐 + 𝟏 + 𝟖𝒙𝟐𝒚 =

𝛛𝒗

𝛛𝒙
= 𝟏𝟐𝒚𝒙𝟐 − 𝟒𝒚𝟑 + 𝟒𝒚

 
𝒗 = 𝟒𝒙𝟑𝒚 − 𝟒𝒙𝒚𝟑 + 𝟒𝒙𝒚 + 𝒉 𝒙
𝛛𝒗

𝛛𝒙
= 𝟏𝟐𝒙𝟐𝒚 − 𝟒𝒚𝟑 + 𝟒𝒚 + 𝒉′ 𝒙

𝒉 𝒙 = 𝒄 𝒗 𝟏, 𝟏 = 𝟒

𝛛𝒖

𝛛𝒙
=
𝛛𝒗

𝛛𝒚
𝛛𝒗

𝛛𝒙
= −

𝛛𝒖

𝛛𝒚

.درا بیابیfتابع 



𝒛 − 𝟐 = 𝒛 − 𝟐𝒊

 𝒛 − (𝟏 + 𝒊 =  𝒛 − (−𝟏 − 𝒊

𝒛 =  𝒛 − (𝟐 + 𝟐𝒊

مکان هند سی اعداد زیر را بیابید


