
اعداد مختلط و توابع مختلط

ریاضی مهندسی کارشناسی

دانشگاه سمنان-منوچهر سبحانی



𝑖 = −1 𝑎2 = −1 →  
𝑎 = 𝑖
𝑎 = −𝑖

𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦  
𝑅𝑒 𝑧 = 𝑥
𝐼𝑚 𝑧 = 𝑦

 
𝑧1 = 𝑥1 + 𝑖𝑦1
𝑧2 = 𝑥2 + 𝑖𝑦2

𝑧1
𝑧2

=
𝑥1 + 𝑖𝑦1
𝑥2 + 𝑖𝑦2

=
 𝑥1 + 𝑖𝑦1  𝑥2 − 𝑖𝑦2

  𝑥2 + 𝑖𝑦2) 𝑥2 − 𝑖𝑦2
=

𝑥1𝑥2 + 𝑦1𝑦2 + 𝑖𝑦1𝑥2 − 𝑖𝑦2𝑥1
𝑥2

2 + 𝑦2
2

𝑧1
𝑧2

=
𝑥1𝑥2 + 𝑦1𝑦2
𝑥2

2 + 𝑦2
2

+
 𝑖 𝑦1𝑥2 − 𝑦2𝑥1

𝑥2
2 + 𝑦2

2

 𝑧1𝑧2 =  𝑥1 + 𝑖𝑦1) 𝑥2 + 𝑖𝑦2 = 𝑥1𝑥2 − 𝑦1𝑦2 + 𝑖 𝑦2𝑥1 + 𝑦1𝑥2

 𝑧 = 𝑥 − 𝑖𝑦

𝑅𝑒 𝑧 =
𝑧 +  𝑧

2

𝐼𝑚 𝑧 =
𝑧 −  𝑧

2𝑖

 𝑧1 + 𝑧2 =  𝑥1 + 𝑥2)+𝑖 𝑦1 + 𝑦2  𝑧1 − 𝑧2 =  𝑥1 − 𝑥2)+𝑖 𝑦1 − 𝑦2

اعداد مختلط



𝒛 = 𝒙 + 𝒊𝒚 = 𝒓𝑪𝒐𝒔𝜽 + 𝒊𝒓𝑺𝒊𝒏𝜽 = 𝒓 𝑪𝒐𝒔𝜽 + 𝒊𝑺𝒊𝒏𝜽) →  
𝒓 = 𝒙𝟐 + 𝒚𝟐

𝜽 = 𝒂𝒓𝒄 𝒕𝒈
𝒚

𝒙

𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦 = 𝑟 𝐶𝑜𝑠𝜃 + 𝑖𝑆𝑖𝑛𝜃 = 𝑟𝑒𝑖𝜃

𝒛𝒏 = 𝒙 + 𝒊𝒚 𝒏 = 𝒓𝒏 𝑪𝒐𝒔𝜽 + 𝐢𝑺𝒊𝒏𝜽 𝒏 = 𝒓𝒏𝒆𝒊𝒏𝜽 = 𝒓𝒏 𝑪𝒐𝒔𝒏𝜽 + 𝒊𝑺𝒊𝒏𝒏𝜽

 
𝜃 = 𝐴𝑟𝑔𝑜𝑚𝑎𝑛 𝑧
𝜃 + 2𝑘𝜋 = 𝑎𝑟𝑔𝑜𝑚𝑎𝑛 𝑧

𝑟 = Modulus z = 𝑧 =  𝑧𝑧

فرم قطبی وتوان در اعداد مختلط



w=𝑧
1

𝑛 = 𝑥 + 𝑖𝑦
1

𝑛 = 𝑟
1

𝑛 )𝐶𝑜𝑠 𝜃 + 2𝑘𝜋) + 𝑖𝑆𝑖𝑛 𝜃 + 2𝑘𝜋
1

𝑛 = 𝑟𝑛𝑒
 𝑖 

𝜃+2𝑘𝜋

𝑛 = 𝑟
1

𝑛 𝐶𝑜𝑠 
𝜃+2𝑘𝜋

𝑛
) + 𝑖𝑆𝑖𝑛 

𝜃+2𝑘𝜋

𝑛
)

https://www.geogebra.org/m/Nn3P8sje

𝒛 = 𝒘𝒏

را حساب 1ریشه های چهارم عدد 
 کنید

𝑧
1
4 = 1

1
4 𝐶𝑜𝑠 0 + 2𝑘𝜋 + 𝑖𝑆𝑖𝑛 0 + 2𝑘𝜋

1
4 = 𝐶𝑜𝑠

0 + 2𝑘𝜋

4
+ 𝑖𝑆𝑖𝑛

0 + 2𝑘𝜋

4

𝑘 = 0,1,2,3

𝑘 = 0,1,2, . . ,  n − 1)

 
𝑧 = 1
𝑧 = 𝑖

 
𝑧 = −1
𝑧 = −𝑖

جذر و ریشه در اعداد مختلط



مثال های جذر و ریشه گرافیکی اعداد مختلط



طمعرفی توابع مختل

ا از توابع مختلط نیز مانند اعداد مختلط دارای خروجی مختلط می توانند باشند لذا دارای دو بخش حقیقی و موهومی مجز
.  در این بخش هدف توانایی تفکیک بخش حقیقی و موهومی خروجی یک تابع مختلط است. یکدیگر باشند

.به مثال ساده زیر توجه کنید

𝒇 𝒛 = 𝒛𝟐 = 𝒙 + 𝒊𝒚 𝟐 = 𝒙𝟐 + 𝒊𝒚 𝟐 + 𝒊𝒙𝒚 + 𝒊𝒚𝒙 = 𝒙𝟐 − 𝒚𝟐 + 𝒊𝟐𝒙𝒚

.  در نظرگرفتyو xهمانطور که مشاهده می شود بخش های حقیق و موهومی را نیز می توان توابعی از 

)𝒇 𝒛 = 𝒇 𝒙 + 𝒊𝒚 = 𝒖 𝒙, 𝒚 + 𝒊𝒗 𝒙, 𝒚 𝒇 𝒛 = 𝒛𝟐 →  
𝒖 𝒙, 𝒚 = 𝒙𝟐 − 𝒚𝟐

𝒗 𝒙, 𝒚 = 𝟐𝒙𝒚



𝑓 𝑧 = 𝑒𝑧 = 𝑒𝑥+𝑖𝑦 = 𝑒𝑥𝑒𝑖𝑦 = 𝑒𝑥 𝐶𝑜𝑠𝑦 + 𝑖𝑆𝑖𝑛𝑦 = 𝑒𝑥𝐶𝑜𝑠𝑦 + 𝑖𝑒𝑥𝑆𝑖𝑛𝑦 𝑓 𝑧 = 𝑒𝑧 →  
𝑢 𝑥, 𝑦 = 𝑒𝑥𝐶𝑜𝑠𝑦

𝑣 𝑥, 𝑦 = 𝑒𝑥𝑆𝑖𝑛𝑦

𝑓 𝑧 =
1

𝑧
=

1

𝑥 + 𝑖𝑦
=

𝑥 − 𝑖𝑦

𝑥 + 𝑖𝑦) 𝑥 − 𝑖𝑦
=

𝑥 − 𝑖𝑦

𝑥2 + 𝑦2
=

𝑥

𝑥2 + 𝑦2
− 𝑖

𝑦

𝑥2 + 𝑦2
𝑓 𝑧 =

1

𝑧
→

𝑢 𝑥, 𝑦 =
𝑥

𝑥2 + 𝑦2

𝑣 𝑥, 𝑦 =
−𝑦

𝑥2 + 𝑦2

𝑓 𝑧 = 𝑙𝑛𝑧 = ln 𝑟𝑒𝑖𝜃 = ln 𝑟 + ln 𝑒𝑖𝜃 = ln 𝑟 + 𝑖𝜃 𝑓 𝑧 = 𝑙𝑛𝑧 →  
𝑢 𝑥, 𝑦 = ln 𝑟

𝑣 𝑥, 𝑦 = 𝜃

تلطتفکیک بخش حقیقی و موهومی توابع مخ



𝑓 𝑧 = 𝐶𝑜𝑠 𝑧 = 𝐶𝑜𝑠 𝑥 + 𝑖𝑦 = 𝐶𝑜𝑠 𝑥 𝐶𝑜𝑠 𝑖𝑦 − 𝑆𝑖𝑛 𝑥 𝑆𝑖𝑛 𝑖𝑦

𝐶𝑜𝑠 𝑡 =
𝑒𝑖𝑡 + 𝑒−𝑖𝑡

2

𝑆𝑖𝑛 𝑡 =
𝑒𝑖𝑡 − 𝑒−𝑖𝑡

2𝑖

𝐶𝑜𝑠 𝑧 =
𝑒𝑖𝑧 + 𝑒−𝑖𝑧

2

𝑆𝑖𝑛 𝑧 =
𝑒𝑖𝑧 − 𝑒−𝑖𝑧

2𝑖

𝐶𝑜𝑠 𝑖𝑦 =
𝑒−𝑦 + 𝑒𝑦

2

𝑆𝑖𝑛 𝑖𝑦 =
𝑒−𝑦 − 𝑒𝑦

2𝑖

𝐶𝑜𝑠 𝑖𝑦 =
𝑒−𝑦 + 𝑒𝑦

2
= 𝐶𝑜𝑠ℎ 𝑦

𝑆𝑖𝑛 𝑖𝑦 =
𝑒−𝑦 − 𝑒𝑦

2𝑖
= 𝑖 𝑆𝑖𝑛ℎ 𝑦

𝑓 𝑧 = 𝐶𝑜𝑠 𝑧 →  
𝑢 = 𝐶𝑜𝑠 𝑥 𝐶𝑜𝑠ℎ 𝑦
𝑣 = −𝑆𝑖𝑛 𝑥 𝑆𝑖𝑛ℎ 𝑦

𝑓 𝑧 = 𝑆𝑖𝑛 𝑧 = 𝑆𝑖𝑛 𝑥 + 𝑖𝑦 = 𝑆𝑖𝑛 𝑥 𝐶𝑜𝑠 𝑖𝑦 + 𝐶𝑜𝑠 𝑥 𝑆𝑖𝑛 𝑖𝑦 = 𝑆𝑖𝑛 𝑥 𝐶𝑜𝑠ℎ 𝑦 + 𝑖 𝐶𝑜𝑠 𝑥 𝑆𝑖𝑛ℎ 𝑦

𝑓 𝑧 = 𝑆𝑖𝑛 𝑧 →  
𝑢 = 𝑆𝑖𝑛 𝑥 𝐶𝑜𝑠ℎ 𝑦
𝑣 = 𝐶𝑜𝑠 𝑥 𝑆𝑖𝑛ℎ 𝑦

تلطتفکیک بخش حقیقی و موهومی توابع مخ



𝑒𝑧+𝑖

 
𝑀𝑜𝑑𝑢𝑙𝑢𝑠 𝑒𝑧+𝑖 = 𝑒𝑥

𝑎𝑟𝑔𝑜𝑚𝑎𝑛 = 𝑦 + 1 + 2𝑘𝜋

ln −1 = 𝜋𝑖

𝑙𝑛𝑧 = ln 𝑟𝑒𝑖𝜃 = ln 𝑟 + ln 𝑒𝑖𝜃 = ln 𝑟 + 𝑖𝜃

𝑧 = −1 →  
𝑥 = −1
𝑦 = 0

→  𝑟 = 1
𝜃 = 𝜋

→ 𝑧 = 𝐶𝑜𝑠 𝜋 + 𝑖 𝑆𝑖𝑛 𝜋 = 𝑒𝑖𝜋 ln −1 = ln 𝑒𝑖𝜋 = 𝜋𝑖

مدول و آرگومان عدد زیر را بیابید

د ثابت کنی

𝑒𝑧+𝑖 = 𝑒𝑥+𝑖𝑦+𝑖 = 𝑒𝑥𝑒 )𝑖 𝑦+1 = 𝑒𝑥 )𝐶𝑜𝑠 𝑦 + 1) + 𝑖𝑆𝑖𝑛 𝑦 + 1

𝑧 = 1 →  𝑧 = 𝑒𝑖𝜃

 𝑧 = 𝑒−𝑖𝜃
→  𝑧 =

1

𝑧
→  𝑧𝑧 = 1 →

𝑥 =
1

2
𝑧 +

1

𝑧

𝑦 =
1

2𝑖
𝑧 −

1

𝑧



https://www.geogebra.org/m/XHzTnAR5

𝑧 − 𝑧0 = 𝑟

𝑥 + 𝑖𝑦 − 𝑥0 − 𝑖𝑦0 = 𝑥 − 𝑥0) + 𝑖 𝑦 − 𝑦0 = 𝑥 − 𝑥0
2 + 𝑦 − 𝑦0

2 = 𝑟

𝑥 − 𝑥0
2 + 𝑦 − 𝑦0

2 = 𝑟2

مکان هندسی اعداد معادله زیر را بیابید



؟ فاصله دو عدد مختلط چیست

طول پاره خط قرمز در مثلث تشکیل
شده از دو عدد مورد نظر است


