
معادلات دیفرانسیل با مشتقات جزئی

مرتبه دوم

ریاضی مهندسی کارشناسی

دانشگاه سمنان-منوچهر سبحانی



دوممعادله دیفرانسیل جزئی مرتبه

𝑃 𝑥, 𝑦, 𝑢
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+ 𝑄 𝑥, 𝑦, 𝑢

𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑦
+ 𝑅 𝑥, 𝑦, 𝑢

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
= 𝑆 𝑥, 𝑦, 𝑢

صورت کلی 

.فرض می کنیمS=0برای سهولت ابتدا ضرایب را اعداد ثابت در نظر می گیریم و همچنین 

a
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+ 𝑏

𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑦
+ 𝑐

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
= 0

نوشتار جدید و ساده
ن نوشتار این نوشتار از پیچیدگی و حجم عملیات ریاضی می کاهد و توصیه شدید می شود که بخصوص در معادلات مرتبه دوم از ای

.استفاده شود

𝜕𝑢

𝜕𝑥
= 𝑢𝑥

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= 𝑢𝑦

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
= 𝑢𝑥𝑥

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
= 𝑢𝑦𝑦

𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑦
= 𝑢𝑥𝑦



تتغییر در متغییر ابزار قدرتمندی در ریاضیات جهت ساده سازی و حل مسائل اس

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
− 3

𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑦
+ 2

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
= 0 .حل کنیدq=y+2xو p=y+xمعادله زیر را با انجام تغییر متغیر 

.ایگزین شونددر مسائل معادلات دیفرانسیل علاوه بر تعویض متغیرهای قبلی با جدید باید مشتقات آنها نیز نسبت به هم محاسبه و ج

𝜕𝑢

𝜕𝑥
=
𝜕𝑢

𝜕𝑝

𝜕𝑝

𝜕𝑥
+
𝜕𝑢

𝜕𝑞

𝜕𝑞

𝜕𝑥
=
𝜕𝑢

𝜕𝑝
+ 2

𝜕𝑢

𝜕𝑞

𝜕𝑝

𝜕𝑥
= 1 = 𝑝𝑥

𝜕𝑞

𝜕𝑥
= 2 = 𝑞𝑥

𝜕𝑝

𝜕𝑦
= 1 = 𝑝𝑦

𝜕𝑞

𝜕𝑦
= 1 = 𝑞𝑦

دید همانطور که ملاحظه می شود  استفاده نکردن از نوشتار ج
.دباعث افزایش حجم محاسبه و پیچیدگی پارامترها می شو

𝑢𝑥 = 𝑢𝑝𝑝𝑥 + 𝑢𝑞𝑞𝑥= 𝑢𝑝 + 2𝑢𝑞

𝑢𝑥𝑥 = 𝑢𝑝𝑝𝑝𝑥 + 𝑢𝑝𝑞𝑞𝑥 + 2 𝑢𝑞𝑞𝑞𝑥 + 𝑢𝑞𝑝𝑝𝑥) = 𝑢𝑝𝑝 + 4𝑢𝑞𝑞 + 4𝑢𝑝𝑞

𝑢𝑥𝑦 = 𝑢𝑝𝑝𝑝𝑦 + 𝑢𝑝𝑞𝑞𝑦 + 2 𝑢𝑞𝑞𝑞𝑦 + 𝑢𝑞𝑝𝑝𝑦) = 𝑢𝑝𝑝 + 2𝑢𝑞𝑞 + 3𝑢𝑞𝑝

𝑢𝑦 = 𝑢𝑝𝑝𝑦 + 𝑢𝑞𝑞𝑦 = 𝑢𝑝 + 𝑢𝑞 𝑢𝑦𝑦 = 𝑢𝑝𝑝𝑝𝑦 + 𝑢𝑝𝑞𝑞𝑦 + 𝑢𝑞𝑞𝑞𝑦+𝑢𝑞𝑝𝑝𝑦 = 𝑢𝑝𝑝 + 𝑢𝑞𝑞 +2𝑢𝑞𝑝



𝑢𝑥𝑥 − 3𝑢𝑥𝑦 + 2 𝑢𝑦𝑦 = 0 𝑢𝑥𝑥 = 𝑢𝑝𝑝 + 4𝑢𝑞𝑞 + 4𝑢𝑝𝑞 𝑢𝑥𝑦 = 𝑢𝑝𝑝 + 2𝑢𝑞𝑞 + 3𝑢𝑞𝑝 𝑢𝑦𝑦 = 𝑢𝑝𝑝 + 𝑢𝑞𝑞 +2𝑢𝑞𝑝

𝑢𝑝𝑝 + 4𝑢𝑞𝑞 + 4𝑢𝑝𝑞 −3(𝑢𝑝𝑝 + 2𝑢𝑞𝑞 + 3𝑢𝑝𝑞) +2 (𝑢𝑝𝑝 + 𝑢𝑞𝑞 + 2𝑢𝑞𝑝) = 0 = 0 + 0 − 𝑢𝑞𝑝

را در صورت مسئله جایگذاری می کنیمp,qبه x,yمقادیر جدید تغییر متغیر داده شده از 

𝑢𝑞𝑝 = 0

𝜕2𝑢

𝜕𝑝𝜕𝑞
= 0 →

𝜕

𝜕𝑝

𝜕𝑢

𝜕𝑞
= 0 →

𝜕𝑢

𝜕𝑞
= 𝑓 𝑞 → 𝑢 = ℎ 𝑞 + 𝑔 𝑝

𝑢 = ℎ 𝑦 + 2𝑥 + 𝑔 𝑦 + 𝑥

حال اینجا این سوال مطرح می شود که تغییر متغیر داده شده از کجا آمده بود و
؟ودچگونه بفهمیم که چه تغییر متغیری بدهیم تا صورت سوال اینقدر ساده ش



a
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+ 𝑏

𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑦
+ 𝑐

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
= 0

𝑝 = 𝑦 − 𝜆1𝑥

𝑞 = 𝑦 − 𝜆2𝑥

𝑑𝑦

𝜕𝑥
= 𝜆1,2 =

𝑏 ± ∆

2𝑎
∆= 𝑏2 − 4𝑎𝑐

𝑢 = ℎ 𝑦 − 𝜆1𝑥 + 𝑔 𝑦 − 𝜆2𝑥

آید ل نیست و جواب نهایی مستقیما بدست میبدیگر نیازی به انجام مراحل قλ2و λ1با بدست آوردن 

حالا

<∆اگر  :باشد آنگاه معادله هذلولوی و جواب 𝟎

>∆اگر  𝜆1باشد آنگاه معادله بیضوی است و ریشه ها مختلط بوده𝟎 = 𝑣 + 𝑖𝑤 𝜆2 = 𝑣 − 𝑖𝑤 وجواب:

=∆اگر  .باشد یک ریشه داریم آنگاه معادله سهموی است و جواب مثل روبرو می باشد𝟎

𝑢 = ℎ 𝑦 − 𝜆1𝑥 + 𝑔 𝑦 − 𝜆2𝑥

𝑢 = ℎ 𝑦 −  𝑣 + 𝑖𝑤)𝑥 + 𝑔 𝑦 −  𝑣 − 𝑖𝑤) 𝑥

𝑢 = ℎ 𝑦 − 𝜆1𝑥 + 𝑥𝑔 𝑦 − 𝜆1𝑥

𝑑𝑦

𝜕𝑥
= 𝜆1 𝑦 = 𝜆1𝑥 + 𝑝

𝑑𝑦

𝜕𝑥
= 𝜆2 𝑦 = 𝜆2𝑥 + 𝑞

روش دالامبر



معادلات زیر را حل کنید 

𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑥𝑦 − 2 𝑢𝑦𝑦 = 0

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝜆1,2 =

𝑏 ± ∆

2𝑎
=
1 ± 9

2

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 2 𝑦 = 2𝑥 + 𝑝 𝑝 = 𝑦 − 2𝑥

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= −1 𝑦 = −𝑥 + 𝑞 𝑞 = 𝑦 + 𝑥

𝑢 = ℎ 𝑦 − 2𝑥 + 𝑔 𝑦 + 𝑥

𝑐2
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
−
𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
= 0 𝑐2𝑢𝑥𝑥 − 𝑢𝑡𝑡 = 0

𝑑𝑡

𝑑𝑥
= 𝜆1,2 =

0 ± 0 + 4𝑐2

2𝑐2
=
±1

c

𝑑𝑡

𝑑𝑥
=
1

c
𝑥 = 𝑐𝑡 + 𝑝 𝑝 = 𝑥 − 𝑐𝑡

𝑑𝑡

𝑑𝑥
=
−1

c
𝑥 = −𝑐𝑡 + 𝑝 𝑝 = 𝑥 + 𝑐𝑡

𝑢 = ℎ 𝑥 − 𝑐𝑡 + 𝑔 𝑥 + 𝑐𝑡



معادلات زیر را حل کنید 

𝑥
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+ 2𝑥2

𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑦
=
𝜕𝑢

𝜕𝑥
− 1 a=x b=2x2 c=0 ∆=b2-4ac=4x4

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝜆1,2 =

𝑏 ± ∆

2𝑎
=
2𝑥 ± 4𝑥4

2𝑥
=  

0
2𝑥

→

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 0

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 2𝑥

→  
𝑦 = 𝑝

𝑦 − 𝑥2 = 𝑞  
𝑝𝑥 = 0
𝑝𝑦 = 1  

𝑞𝑥 = −2𝑥
𝑞𝑦 = 1

𝑢𝑥 = 𝑢𝑝𝑝𝑥 + 𝑢𝑞𝑞𝑥 = −2𝑥𝑢𝑞 𝑢𝑥𝑥 = −2 𝑢𝑞 − 2𝑥 𝑢𝑞𝑞𝑞𝑥 + 𝑢𝑞𝑝𝑝𝑥) = −2 𝑢𝑞 + 4𝑥2𝑢𝑞𝑞

−4𝑥3𝑢𝑞𝑝 = −1 𝑢𝑞𝑝 =
1

4𝑥3
=

1

4 𝑝 − 𝑞
3
2

 𝑑𝑝

𝑢𝑞 =
1

4
 

1

𝑝 − 𝑞
3
2

𝑑𝑝 + 𝑓 𝑞 =
−2

4

1

𝑝 − 𝑞
1
2

+ 𝑓 𝑞

 𝑑𝑞

𝑢 =  
−1

2

1

𝑝 − 𝑞
1
2

𝑑𝑞 + ℎ 𝑞 + 𝑔 𝑝 = 𝑝 − 𝑞
1
2 + ℎ 𝑞 + 𝑔 𝑝

𝒖 = 𝒙 + 𝒉 𝒚 − 𝒙𝟐 + 𝒈 𝒚

𝑢𝑥𝑦 = −2𝑥 𝑢𝑞𝑞𝑞𝑦 + 𝑢𝑞𝑝𝑝𝑦) = −2𝑥 𝑢𝑞𝑞 + 𝑢𝑞𝑝)



𝑥
𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑦
− 𝑦

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
= 0 a= -y b=x c=0 ∆=b2-4ac=x2

𝑑𝑥

𝑑𝑦
= 𝜆1,2 =

𝑏 ± ∆

2𝑎
=
𝑥 ± 𝑥2

−2𝑦
=  

0
−𝑥

𝑦
→

𝑑𝑥

𝑑𝑦
= 0

𝑑𝑥

𝑑𝑦
=
−𝑥

𝑦

→  
𝑥 = 𝑝
𝑙𝑛𝑥 = −𝑙𝑛𝑦 + 𝑙𝑛𝑞 → 𝑥𝑦 = 𝑞

 
𝑝𝑥 = 1
𝑝𝑦 = 0  

𝑞𝑥 = 𝑦
𝑞𝑦 = 𝑥

𝑢𝑦 = 𝑢𝑝𝑝𝑦 + 𝑢𝑞𝑞𝑦 = 𝑥𝑢𝑞 𝑢𝑦𝑦 = 𝑥 𝑢𝑞𝑝𝑝𝑦 + 𝑢𝑞𝑞𝑞𝑦) = 𝑥2𝑢𝑞𝑞

𝑢𝑦𝑥 = 𝑥 𝑢𝑞𝑝𝑝𝑥 + 𝑢𝑞𝑞𝑞𝑥 + 𝑢𝑞 = 𝑥𝑦𝑢𝑞𝑞 + 𝑥𝑢𝑞𝑝 + 𝑢𝑞 𝑥𝑢𝑞𝑝 + 𝑢𝑞 = 0

𝑝𝑢𝑞𝑝 + 𝑢𝑞 = 0 𝑝
𝜕

𝜕𝑝

𝜕𝑢

𝜕𝑞
+

𝜕𝑢

𝜕𝑞
= 0 →

𝜕𝑢

𝜕𝑞
= 𝑧 → p

𝜕𝑧

𝜕𝑝
+ 𝑧 = 0

p
𝜕𝑧

𝜕𝑝
= −𝑧 →

𝜕𝑧

𝑧
= −

𝜕𝑝

𝑝
→ 𝑙𝑛𝑧 = −𝑙𝑛𝑝 + ln 𝑓 𝑞 → 𝑧 =

𝑓 𝑞

𝑝
𝜕𝑢

𝜕𝑞
=
𝑓 𝑞

𝑝

 𝑑𝑞

𝑢 =
1

𝑝
ℎ 𝑞 + 𝑔 𝑝

𝒖 =
)𝒉 𝒙𝒚

𝒙
+ 𝒈 𝒙



 

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
−

𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑦
− 2

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
= 0

𝑢 𝑥, 𝑥 = 𝑒3𝑥 , 𝑢 𝑥, −2𝑥 = 𝐶𝑜𝑠3𝑥

𝑢𝑥𝑥 − 𝑢𝑥𝑦 − 2𝑢𝑦𝑦 = 0

𝑎 = 1, 𝑏 = −1, 𝑐 = −2

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝜆1,2 =

𝑏 ± ∆

2𝑎
=
−1 ± 9

2
=  

1
−2

→

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 1

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= −2

→  
𝑦 − 𝑥 = 𝑝
𝑦 + 2𝑥 = 𝑞

𝑢 = 𝑓 𝑦 − 𝑥 + 𝑔 𝑦 + 2𝑥

 
𝑓 𝑥 − 𝑥 + 𝑔 𝑥 + 2𝑥 = 𝑓 0 + 𝑔 3𝑥 = 𝑒3𝑥

𝑓 3𝑥 + 𝑔 0 = 𝐶𝑜𝑠3𝑥

𝑓 0 + 𝑔 0 = 1

 
𝑔 3𝑥 = 𝑒3𝑥 + 𝑓 0

𝑓 3𝑥 = 𝐶𝑜𝑠3𝑥 + 𝑔 0
→  

𝑔 𝑦 + 2𝑥 = 𝑒𝑦+2𝑥 + 𝑓 0

𝑓 𝑦 − 𝑥 = 𝐶𝑜𝑠 𝑦 − 𝑥) + 𝑔 0

𝑢 = 𝑒𝑦+2𝑥 + 𝑓 0 + 𝐶𝑜𝑠 𝑦 − 𝑥 + 𝑔 0 𝑢 = 𝑒𝑦+2𝑥 + 𝐶𝑜𝑠 𝑦 − 𝑥 + 1



𝑢 =
4
𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
= 25

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2

𝑢 𝑥, 0 = 𝑆𝑖𝑛 2𝑥) ,
𝜕𝑢

𝜕𝑡
𝑥, 0 = 0

4𝑢𝑡𝑡 − 25𝑢𝑥𝑥 = 0

𝑎 = 4, 𝑏 = 0, 𝑐 = −25

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝜆1,2 =

𝑏 ± ∆

2𝑎
=
0 ± 400

8
=

+5

2
=
𝑑𝑥

𝑑𝑡
−5

2
=
𝑑𝑥

𝑑𝑡

→
𝑥 −

5

2
𝑡 = 𝑝

𝑥 +
5

2
𝑡 = 𝑞

𝑢 = 𝑓 𝑥 −
5

2
𝑡 + 𝑔 𝑥 +

5

2
𝑡

𝑓 𝑥 + 𝑔 𝑥 = 𝑆𝑖𝑛 2𝑥

𝜕𝑢

𝜕𝑡
=
−5

2

𝜕𝑓 𝑥 −
5
2
𝑡

𝜕 𝑥 −
5
2
𝑡

+
5

2

𝜕𝑔 𝑥 +
5
2
𝑡

𝜕 𝑥 +
5
2
𝑡

→
−5

2

𝜕𝑓 𝑥

𝜕𝑥
+
5

2

𝜕𝑔 𝑥

𝜕𝑥
= 0 →

𝜕𝑓 𝑥

𝜕𝑥
=
𝜕𝑔 𝑥

𝜕𝑥

𝑓 𝑥 = 𝑔 𝑥 + 𝐶

𝑢 = 𝑔 𝑥 −
5

2
𝑡 + 𝑔 𝑥 +

5

2
𝑡 + 𝐶2𝑔 𝑥 + 𝐶 = 𝑆𝑖𝑛 2𝑥 → 𝑔 𝑥 =

1

2
𝑆𝑖𝑛 2𝑥 − 𝐶

𝑢 =
1

2
𝑆𝑖𝑛 2𝑥 − 5𝑡 −

𝐶

2
+
1

2
𝑆𝑖𝑛 2𝑥 + 5𝑡 −

𝐶

2
+ 𝐶 𝒖 = 𝑺𝒊𝒏 𝟐𝒙 𝑪𝒐𝒔 𝟓𝒕



𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝜆1,2 =

𝑏 ± ∆

2𝑎
=
2 ± −4

2
=

1 + 𝑖 =
𝑑𝑦

𝑑𝑥

1 − 𝑖 =
𝑑𝑦

𝑑𝑥

→  
𝑦 − 1 + 𝑖 𝑥 = 𝑝

𝑦 − 1 − 𝑖 𝑥 = 𝑞

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+ 2

𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑦
+ 2

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
= 𝑒2𝑦 + 𝑆𝑖𝑛𝑦 )𝑈 𝑥, 𝑦 = 𝑤 𝑥, 𝑦 + 𝑣 𝑦

𝝏𝟐𝒘

𝛛𝒙𝟐
+ 𝟐

𝛛𝟐𝒘

𝛛𝒙𝛛𝒚
+ 𝟐 

𝛛𝟐𝒘

𝛛𝒚𝟐
+
𝛛𝟐𝒗

𝛛𝒚𝟐
) = 𝒆𝟐𝒚 + 𝑺𝒊𝒏𝒚

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
+ 2

𝜕2𝑤

𝜕𝑥𝜕𝑦
+ 2

𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
= 0

2
𝑑2𝑣

𝑑𝑦2
= 𝑒2𝑦 + 𝑆𝑖𝑛𝑦

)𝒘 𝒙, 𝒚 = 𝒇 𝒚 − 𝟏 + 𝒊 𝒙 + 𝒈 𝒚 − 𝟏 − 𝒊 𝒙

2
𝑑2𝑣

𝑑𝑦2
= 𝑒2𝑦 + 𝑆𝑖𝑛𝑦 → 2

𝑑𝑣

𝑑𝑦
=
1

2
𝑒2𝑦 − 𝐶𝑜𝑠𝑦 + 𝑐1 → 2𝑣 =

1

4
𝑒2𝑦 − 𝑆𝑖𝑛𝑦 + 𝑐1𝑦 + 𝑐2

𝒖 𝒙, 𝒚 = 𝒇 𝒚 − 𝟏 + 𝒊 𝒙 + 𝒈 𝒚 − 𝟏 − 𝒊 𝒙 +
𝟏

𝟖
𝒆𝟐𝒚 −

𝟏

𝟐
𝑺𝒊𝒏𝒚 + 𝒄𝟏𝒚 + 𝒄𝟐


