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معادلات دیفرانسیل با مشتقات جزئی

.آموزش داده شدxو مشتقات آن بر حسب yدر درس معادلات دیفرانسیل معادلات یک متغییره 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 2𝑥 → 𝑑𝑦 = 2𝑥𝑑𝑥 → از طرفین انتگرال نامعین  𝑦 = 𝑥2 + 𝑐

. شودمعادلات دیفرانسیل با مشتقات جزئی به معادلات با بیش از یک متغیر گفته می 

.است tوxدارای دو متغییر  yمثلا تابع 

.استفاده می شود∂ از علامت رند dهمچنین بجای دیفرانسیل 

𝜕𝑦

𝜕𝑥
= 2𝑥 → 𝜕𝑦 = 2𝑥𝜕𝑥 → از طرفین انتگرال نامعین   𝑦 = 𝑥2 + 𝑓 (𝑡

.  متغیر مستقل  استxهم خودش مثل yنشان می دهند و .. و zو uمعمولا در کتاب ها توابع چند متغیره را با 

.هر تابعی می تواند باشدf(t)جواب بالا یک جواب عمومی برای معادله است چون تابع 



.کاربردهای فراوانی در حل مسائل چند متغییره مهندسی دارندمعادلات دیفرانسیل با مشتقات جزئی 

.مثلا در انتقال حرارت در طراحی کوره های متالورژی تغییرات دمای جداره کوره میتواند با تغییر فاصله و زمان تغییر کند

.وابسته استtآن و زمان xیک نقطه در یک موج در حال نوسان به موقعیت yو یا اینکه موقعیت 

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
= 𝑐2

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2

𝜕𝑢

𝜕𝑡
= 𝑐2

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2 +
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2 = 0

معادله یک بعدی موج 

گرمامعادله یک بعدی 

لاپلاسبعدی دو معادله 

ممکن است ( نقاط اولیه)حل هر یک از معادلات بالا با داشتن شرایط مرزی 



.به توان بالاترین مرتبه مشتق گفته میشود–درجه معادله 

.اگر کل عبارات متغیر وابسته و مشتقات آن از درجه اول باشند یعنی توان نداشته باشیم–معادله خطی 

.ن باشندآتمام جملات معادله شامل متغییر وابسته یا مشتقات –معادله همگن 

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2 +
𝜕𝑢

𝜕𝑦

2

= 0
درجه اول و مرتبه دوم

𝝏𝒖

𝛛𝒚
+ 𝒙𝟐

𝛛𝒖

𝛛𝒙
= 𝒙𝒚𝟐

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2 +
𝜕𝑢

𝜕𝑦

2

= 0
𝜕𝑢

𝜕𝑦
+ 𝑥2

𝜕𝑢

𝜕𝑥
= 𝑥𝑦2همگن غیر همگن



حل عمومی معادلات آسان

𝜕𝑢

𝜕𝑥
= 0 → 𝑢 = 𝑓 𝑦

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2 = 0 →
𝜕

𝜕𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= 0 →

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= 𝑓 𝑥 → 𝑢 = 𝑦𝑓 𝑥 + 𝑔(𝑥 

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
= 0 →

𝜕

𝜕𝑥

𝜕𝑢

𝜕𝑥
= 0 →

𝜕𝑢

𝜕𝑥
= 𝑓 𝑦 → 𝑢 = 𝑥𝑓 𝑦 + 𝑔(𝑦 

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= 0 → 𝑢 = 𝑐 → 𝑢 = 𝑓 𝑥

𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑦
= 0 →

𝜕

𝜕𝑥

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= 0 →

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= 𝑓 𝑦 → 𝑢 = ℎ 𝑦 + 𝑔 𝑥



ولحل معادلات دیفرانسیل با مشتقات جزئی خطی مرتبه ا

𝑃 𝑥, 𝑦, 𝑢
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑄 𝑥, 𝑦, 𝑢

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= 𝑅 𝑥, 𝑦, 𝑢 صورت کلی 

:ثابت است لذاyاست پس  xفقط بر حسب  uفرض شود یعنی uxدر صفحه u(x,y)اگر تابع دو متغیره 

𝑃 𝑥, 𝑦, 𝑢
d𝑢

d𝑥
= 𝑅 𝑥, 𝑦, 𝑢

d𝑢

d𝑦
=0

d𝑢

𝑅 𝑥, 𝑦, 𝑢
=

d𝑥

𝑃 𝑥, 𝑦, 𝑢

:ثابت است لذاxاست پس  yفقط بر حسب  uفرض شود یعنی uyدر صفحه u(x,y)همچنین اگر تابع 

d𝑢

d𝑥
=0 𝑄 𝑥, 𝑦, 𝑢

d𝑢

d𝑦
= 𝑅 𝑥, 𝑦, 𝑢

d𝑢

𝑅 𝑥, 𝑦, 𝑢
=

d𝑦

𝑄 𝑥, 𝑦, 𝑢

𝑑𝑥

𝑃 𝑥, 𝑦, 𝑢
=

d𝑦

𝑄 𝑥, 𝑦, 𝑢
=

d𝑢

𝑅 𝑥, 𝑦, 𝑢
دستگاه معادلات دیفرانسیل معمولی داریم



.یدمعادله دیفرانسیل جزئی روبرو را حل کن: مثال
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑥 + 2

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= 𝑥

𝑃 𝑥, 𝑦, 𝑢
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑄 𝑥, 𝑦, 𝑢

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= 𝑅 𝑥, 𝑦, 𝑢

𝑃 = 1
𝑄 = 𝑥 + 2
𝑅 = 𝑥

𝑑𝑥

1
=

d𝑦

𝑥 + 2
=

d𝑢

𝑥

𝑥 + 2 𝑑𝑥 = 𝑑𝑦

𝑥𝑑𝑥 = 𝑑𝑢

𝒙𝟐

𝟐
+ 𝟐𝒙 = 𝒚 + 𝒄𝟏

𝒙𝟐

𝟐
= 𝒖 + 𝒄𝟐 → 𝒖 =

𝒙𝟐

𝟐
− 𝒄𝟐

c1 وc2 دوصفحه هستند که محل تلاقی آنها جواب دستگاه است بدین منظور می توان مثلا نوشتc2=f(c1)

𝑢 =
𝑥2

2
− 𝑓

𝑥2

2
+ 2𝑥 − 𝑦

fاین جواب عمومی است زیرا 
هر تابعی می تواند باشد

𝑢 =
𝑥2

2
− 𝑆𝑖𝑛

𝑥2

2
+ 2𝑥 − 𝑦



.بدست آوریدyو xرا تابع صریحی بر حسب uمعادله دیفرانسیل جزئی زیر را حل و : مثال

𝒙
𝛛𝒖

𝛛𝒙
+ 𝒚 − 𝟏

𝛛𝒖

𝛛𝒚
= 𝒖 − 𝟐

𝒖 𝒙, 𝟑 = 𝒙 − 𝟐

اول حل عمومی مانند مثال قبل 

𝑑𝑥

𝑥
=

d𝑦

𝑦 − 1
=

d𝑢

𝑢 − 2

𝑑𝑥

𝑥
=

d𝑦

𝑦 − 1

𝑑𝑥

𝑥
=

d𝑢

𝑢 − 2

Lnx= 𝐿𝑛 𝑦 − 1 + 𝐿𝑛 𝑐1 = 𝐿𝑛[ 𝑦 − 1 . 𝑐1]

Lnx= 𝐿𝑛 𝑢 − 2 + 𝐿𝑛 𝑐2 = 𝐿𝑛[ 𝑢 − 2 . 𝑐2]

x= 𝑦 − 1 . 𝑐1]

x= 𝑢 − 2 . 𝑐2]

𝑐2 = 𝑓(𝑐1) u-2=
𝑥

𝑓(
𝑥

𝑦−1
 

𝑐1=
𝑥

𝑦−1

u-2=
𝑥

𝑐
2

(x-2)-2=
𝑥

𝑓(
𝑥

3−1
 𝑓(

𝑥

2
 =

𝑥

𝑥 − 4
𝑓(𝑥 =

2𝑥

2𝑥 − 4
𝑓(

𝑥

𝑦 − 1
 =

2(
𝑥

𝑦 − 1 

2(
𝑥

𝑦 − 1
 − 4



u-2=
𝑥

𝑓(
𝑥

𝑦−1
 

𝑓
𝑥

𝑦 − 1
=

2(
𝑥

𝑦 − 1 

2(
𝑥

𝑦 − 1
 − 4

=
𝑥

𝑥 − 𝑦 + 2

u-2=
𝑥
𝑥

𝑥−𝑦+2
u= 𝑥 − 𝑦 + 4

را که از شرط اولیه بدست آمده جایگذاری می کنیمfاکنون تابع 



𝟐
𝛛𝒖

𝛛𝒙
+ 𝟑

𝛛𝒖

𝛛𝒚
= 𝟐𝒙

𝒖 𝟎, 𝐲 = 𝒚

𝑑𝑥

2
=

d𝑦

3
=

𝑑𝑢

2𝑥

𝑑𝑥

2
=

d𝑦

3

𝑑𝑥

2
=

d𝑢

2𝑥

 
3𝑥 = 2𝑦 + 𝑐1
𝑥2 = 2𝑢 + 𝑐2

→ 𝑐2 = 𝑓(𝑐1 → 𝑥2 = 2𝑢 + 𝑓(3𝑥 − 2𝑦 𝑢 =
1

2
 𝑥2 − 𝑓(3𝑥 − 2𝑦

𝑦 =
1

2
 0 − 𝑓(0 − 2𝑦 → −2 𝑦 = 𝑓 −2𝑦 → 𝑓 𝑡 = −2

−𝑡

2
𝑓 3𝑥 − 2𝑦 = −2

2𝑦 − 3𝑥

2

𝒖 =
𝟏

𝟐
𝒙𝟐 +

𝟐𝒚 − 𝟑𝒙

𝟐



 
𝑥
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑥
= 𝑢

𝑢 𝑥, 2 = 𝑥 − 1

𝑑𝑥

𝑥
=

d𝑦

𝑦
=

𝑑𝑢

𝑢

 
𝑙𝑛𝑦 = 𝑙𝑛𝑥 + 𝑙𝑛𝑐1
𝑙𝑛𝑢 = 𝑙𝑛𝑥 + 𝑙𝑛𝑐2

→  
𝑦 = 𝑐1𝑥
𝑢 = 𝑐2𝑥

→ 𝑐2 = 𝑓 𝑐1 𝑢 = 𝑥𝑓
𝑦

𝑥

𝑥 − 1 = 𝑥𝑓
2

𝑥
→

𝑥 − 1

𝑥
= 𝑓

2

𝑥
= 1 −

1

𝑥
= 1 −

2

2𝑥
→ 𝑓 𝑡 = 1 −

𝑡

2
𝑓

𝑦

𝑥
= 1 −

𝑦

2𝑥

𝑢 = 𝑥 1 −
𝑦

2𝑥
= 𝑥 −

1

2
𝑦


